
面向工程电磁学的动生麦克斯韦方程组及其
求解方法

王中林1,2,3*, 邵佳佳1,2

1. 中国科学院北京纳米能源与系统研究所, 北京 101400;
2. 中国科学院大学纳米科学与技术学院, 北京 100049;
3. 佐治亚理工学院材料科学与工程学院, 亚特兰大 30332-0245, 美国

* E-mail: zlwang@binn.cas.cn

收稿日期: 2022-07-02; 接受日期: 2022-07-27; 网络版发表日期: 2022-08-15

摘要 从物理学四大定律的积分表达式出发, 本文系统介绍了适用于低速、非匀速运动介质电磁场演化规律的

动生麦克斯韦方程组, 以及方程组的建立背景和物理图像; 为研究实际工程应用中运动系统的电磁场提供新方法

和新思路. 我们认为处理地球上宏观运动物体的电磁现象时, 一般可以忽略相对论效应. 与一般经典教程中默认

介质做匀速直线运动(即惯性系)不同,我们拟解决非惯性系中有加速度运动介质以及介质形状和边界随时间变化

的系统中的电磁场动力学问题, 重点描述动生麦克斯韦方程组求解的数学方法、(机械)力-电-磁的多场耦合效应

与相互作用等. 最后, 讨论了麦克斯韦方程在微观尺度下边界条件的扩展和在集总电路应用中的处理方法.
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1 引言

麦克斯韦是近代科学史上最杰出的物理学家之

一, 他建立的电磁场理论开辟了一种全新的研究电磁

现象的“范式”, 奠定了通过“场的相互作用”理解物理

世界规律的基础. 正如爱因斯坦所称, 麦克斯韦(James
Maxwell)的工作是自牛顿时代以来物理学中最深刻、

最富有成果的工作
[1,2]. 麦克斯韦构建的电磁理论源于

17世纪牛顿的机械论哲学思想, 依据法拉第“极化和电

磁感应”的概念展开, 从场的通量角度对电磁现象进行

系统的数学梳理, 提出了描述电磁场演化规律的核心

方程组——麦克斯韦方程组
[3]. 麦克斯韦方程组几乎

涵盖了从亚原子尺度到银河系维度范围内的所有电磁

现象, 对现代科学和技术产生了深远的影响, 尤其是为

现代物理研究电学、磁学和光学提供了坚实的理论基

础
[4,5].
麦克斯韦方程组自从1861年提出至今一直在不断

变化和发展着, 至少经历过两次根本性的改变. 第一

次, 奥利弗-海维赛德(Oliver Heaviside)在1885年将最

初的20个方程简化为四个对称的矢量方程, 即今天我

们熟知的方程组形式
[6~8]. 海维赛德的工作深刻揭示了

麦克斯韦方程组的对称性: 法拉第电磁感应定律描述
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变化的磁场如何产生电场, 安培-麦克斯韦定律描述变

化的电场如何产生磁场.简化后的方程组同时说明:电
荷(如电子和离子)的周围有电场线, 在静电场中, 电场

线从正电荷开始到负电荷结束;但磁场线没有来源,磁
力线总是闭合的, 没有起点和终点. 可惜的是直到1879
年麦克斯韦去世, 他预言的电磁波仍然处于理论探讨

阶段. 赫兹(Hertz)经过几年的实验在1888年发表报告

终于证实了麦克斯韦的预言: 电磁波是存在的
[9,10]. 麦

克斯韦电磁理论的第二次修正与物质的微观结构有

关. 麦克斯韦最初的目标是构建宏观的电磁学理论, 并
没有从微观角度进行严格意义上的分析. 后来, 经过拉

莫尔(Larmor)和洛伦兹(Lorentz)的修正, 即将电子作为

电荷的源, 电子的流动产生了电流, 这些源最终产生了

场
[11~13].这是继海维赛德和赫兹之后,麦克斯韦理论在

概念上的第二次改进, 尽管基本方程的形式没有变化.
从1820年奥斯特偶然发现导线中的电流可以使小

磁针垂直于导线偏转的现象开始, 电磁学的大幕实际

上已徐徐拉开. 五年后, 安培(Andre Marie Ampere)发
表关于电流产生磁场的表达式(现在称为斯托克斯定

理), 将数学分析和实验现象巧妙地融合在一起
[14,15].

麦克斯韦认为该公式形式完美, 精确度无懈可击, 似

乎所有的(电磁)现象都可以从中推导出来, 并夸赞这

是科学史上最为辉煌的成就之一, 安培是电学中的牛

顿
[1,2]. 安培的发现对后面几十年电磁学的持续发展至

关重要. 1831年, 法拉第发现改变一个电路中的电流会

引起相邻电路中产生电流
[16]. 接下来的几年里, 他做

了数百次实验, 证明这些实验现象可以用磁通量的概

念进行解释. 通量概念的引入是麦克斯韦方程组后续

发展的一个重要里程碑, 为四大物理定律的数学表示

奠定了基础. 为了形象地描述实验结果, 法拉第又创

造性地提出“力线”(lines of force)的概念, 他认为“场”
的变化是引起电磁现象的主要原因. 这一概念被当作

现代“场论”的来源, 至今仍被用来帮助理解电磁场的

演化规律. 更进一步地, 到了1834年, 楞次(Emil Lenz)
提出判断感应电流方向的规则——楞次定律, 将法拉

第的实验发现进一步定量化
[17,18]. 麦克斯韦的开创性

工作是系统总结前人的研究成果最终形成一个较为完

整的电磁理论, 同时也奠定场论的理论基础. 我们现在

所熟悉的电磁场理论实际上是经过诸多科学家不断发

展完善和智慧的结晶.
目前常见到的麦克斯韦方程组是假设在惯性系

中、介质处于静态的条件下推导而得到的, 其中心思

想是只考虑电场和磁场的相互转换与作用, 并不引入

其他机械外力所做的功. 惯性系中匀速运动介质的电

磁场演化规律一般通过洛伦兹变换求得. 这样处理保

持了电动力学理论的完美和对称性. 然而, 正如爱因

斯坦所说, 狭义相对论不适用于变速运动, 比如方向

不断改变的旋转运动; 另外, 狭义相对论也并没有考

虑万有引力的作用. 特别地, 当介质的体积、形状和

边界随时间发生变化, 且以任意速度场v(r, t)沿不同

轨迹运动时, 相对论电动力学的数学解法极其复杂,
很难解决电磁场的演化规律问题, 尤其是系统中存在

多个运动介质的情况(图1所示). 最近, 我们从麦克斯

韦方程组的积分形式出发, 构建了非匀速运动介质的

图 1 存在外力作用的运动介质系统,观察者在地面坐标系(实验室坐标系)观察:不同介质以不同的速度沿着虚线所表示的轨
迹运动. 在此情况下, 洛伦兹变换难以解决问题

[19,21]

Figure 1 Mechano-driven moving media system: a general case in which the observer is on the ground frame (called Lab frame), with several media
moving at complex velocities along various trajectories as represented by the dashed lines. In such a case, the Lorentz transformation for special
relativity cannot be easily applied [19,21].
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动生麦克斯韦方程组, 通过引入机械力-电-磁的多场

耦合, 为解决上述问题提供了新方法和新思路
[19~21].

虽然构建的方程组不具有洛伦兹协变性, 没有考虑相

对论效应, 但在地球上人类主导的实际工程应用条件

中, 应该足以准确描述一般系统中力-电-磁之间的相

互作用.
由于电磁场理论对科学和技术产生的巨大影响,

电磁现象的应用几乎涉及人类生活的方方面面, 主要

表现在电气工程、光学、无线光通信、计算机、遥

感、生物医学工程等领域. 严格来讲, 宇宙间几乎不存

在惯性系, 它只是一种理论上假设的理想状态. 在工程

技术中, 我们遇到的情况都是处于非惯性系中、具有

加减速度的运动. 因此, 本文重点介绍具有加速度、

刚性平移运动介质中的、描述力-电-磁三场耦合的动

生麦克斯韦方程组(Maxwell’s equations for a mechano-
driven system). 系统阐述构建非匀速运动介质中动生

麦克斯韦方程组的建立背景、物理图像、与经典方程

的区别和联系. 同时对求解动生麦克斯韦方程组的相

关数学方法进行讨论. 为了强调动生麦克斯韦方程组

在工程技术方面的潜在应用, 我们以经典麦克斯韦方

程组在电气工程领域的应用为例, 讨论了抽象建模时

需要满足的总原则, 并证明麦克斯韦方程和基尔霍夫

定律之间的关系. 在这些原则指导下, 我们提出了摩

擦纳米发电机结构设计和高频工作的基本原则. 最后

对相关理论进行总结, 并对下一阶段拟解决的关键问

题提出了建议, 未来的发展前景进行展望.

2 非匀速刚性平移运动介质中的麦克斯韦
方程组

2.1 实验需求与理论启发

如前所述, 常见的教科书中的麦克斯韦方程组用

来描述体积固定、边界不变且处于静止状态介质的电

磁场演化规律. 然而, 这些假设很少在文献资料中提

到; 因此, 我们大多数研究人员认为麦克斯韦方程组

是普适的. 比如研究运动介质的电磁场变化, 则需要

更详细的边界条件. 到现在为止, 运动系统的电磁场

研究有比较长的时间. 麦克斯韦将变化的电通量加入

到安培定律中, 将原来安培定律只适用于静态情形推

广到了时变情形
[22]. 赫兹系统地扩展了麦克斯韦关于

运动介质电磁场的理论体系, 但其只适用于运动的导

体
[23]. 目前依据洛伦兹变换阐述运动介质的电动力学

所用的方法是由闵可夫斯基(闵氏)在1908年提出
[24].

闵氏认为麦克斯韦方程组满足相对性原理, 即保持洛

伦兹协变性. 在某种程度上, 在相对论和闵氏解决方

案提出之后, 其他不同的研究思路和方法几乎都停止

了
[25,26]. 近年来, 随着科学技术的持续发展以及新问

题的出现, 重新引起研究人员对相关问题的兴趣. 其

中, 利用麦克斯韦方程组研究运动系统的电磁场比较

多, 例如与介质相关的电磁波散射、反射和传输, 以

及如何建立“第一性原理”方程等方面, 而方程的解析

解及技术应用少有实质性进展
[27~29].

自从狭义相对论诞生后, 研究运动介质系统的电

磁场主要利用闵氏的处理方法, 即处理有且只有一种

介质做匀速直线运动时的情形. 先假定介质的性质和

本构关系在与介质相对静止的共动坐标系已知, 应用

场矢量的洛伦兹变换公式推导出介质以速度v0做匀速

运动的实验室坐标系中的本构方程, 然后求解麦克斯

韦方程得到电磁场变化规律. 必须指出此处的运动是

匀速直线运动, 即没有外力作用下的惯性系, 且只有

一种介质. 在这种情况下, 电场和磁场的总能量是守

恒的.
然而, 最近的实验现象引起大家新的思考, 并提出

了新问题. 2012年王中林研究组
[30,31]

首先发明的摩擦

纳米发电机(triboelectric nanogenerator, TENG)是利用

介质之间的接触起电效应和相互运动把外界的机械能

转化为电能的新型能量转换器件, 在实际工程中有广

泛的应用前景. TENG的原理是基于介质之间的相对

非匀速运动, 由于运动而导致介质极化, 进而产生动

生位移电流将输入的机械能转换为电能
[30~32]. 比如我

们设计的转动式摩擦纳米发电机, 当转子高速旋转时,
十几厘米远处放置的金属棒能检测到变化的电场-动
生位移电流,并在无线状态时把多个LED灯点亮

[33].另
外, 借鉴MEMS技术, 一个大约50 μm的微型摩擦纳米

发电机的工作频率可达兆赫兹水平. 在63 kPa@1 MHz
超声输入时, 该微型发电机输出约16.8 mV的电压(在
油介质中), 信噪比为20.54 dB, 具备调制入射信号进

行射频通信的可能
[34]. 最近, 一个尺寸仅为9 mm

×9 mm的自供电无线传感器, 能将机械驱动产生的电

磁信号传播到几十米之外
[35]. 上述不同类型摩擦纳米

发电机的物理原理都涉及运动介质电磁场的产生和传

输情况. 因此, 研究运动介质系统的电磁场不但可以深
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刻理解工作频率达MHz~GHz的摩擦电纳米发电机的

工作机制, 同时有助于探索解决高频机械运动所驱动

的电磁辐射传输无线信号的可能性. 基于目前大量的

实验现象, 我们认为有必要深入探索非惯性系中运动

介质的电动力学问题.
对于一般非匀速运动的介质, 我们的思路是不采

取共动坐标系和实验室坐标系之间的时空坐标变换,
因为这种坐标变换一般适用于匀速直线运动的介质,
对于非惯性系其数学就很复杂, 难于得到实际中实用

的结果. 我们直接从四大物理定律的积分形式出发,
在伽利略时空观下构建动生麦克斯韦方程组

[19,20]. 新

方程组可能不具有洛伦兹协变性, 但更易于解决现实

中的工程技术问题. 麦克斯韦方程组所基于的四大物

理定律的积分表达式如下.
(1) 高斯电定律: 穿过闭合曲面的电通量正比于曲

面包含的总电荷(Electric flux through an arbitrary sur-
face is proportional to the total charge enclosed by the
surface).

D s rd = d . (1a)
S V f

注意, 为了与我们之前在文献[19]中的标记保持

一致, 方程中D′指实验室坐标系中的电位移矢量, 而

不是来自于共动坐标系.
(2) 高斯磁定律: 磁单极不存在, 它不是磁通量的

源(There are no magnetic monopoles as sources of
magnetic flux).

B sd = 0. (1b)
S

(3) 法拉第电磁感应定律: 穿过曲面的磁通量的变

换率等于感生电场的环量(The time rate of change of
magnetic flux is a source of electric circulation).

t
E L B sd = d

d
d . (1c)

C C

(4) 安培-麦克斯韦定律: 穿过曲面的电通量的变

化率和曲面包含的电流等于感生磁场的环量(Electric
conduction current and displacement current are sources
of magnetic circulation).

t
H L J s D sd = d + d

d
' d . (1d)

C C f C

如果介质在实验室坐标系是静止的, 并且它的形

状和边界不随时间变化, 方程(1c)和(1d)中的时间微分

可以和表面积分互换, 在伽利略时空观的前提下, r和t
是完全独立的, 相应的麦克斯韦方程组微分形式为

D = , (2a)f

B = 0, (2b)

tE B× = , (2c)

tH J D× = + . (2d)f

必须指出从方程组(1)到(2)是在伽利略时空观下

推导得到的, 即时间和空间是独立的. 依据相对论理

论, 微分形式的麦克斯韦方程组具有洛伦兹协变性.
实际上协变性成立的前提条件是方程组描述的是惯性

系中的电磁现象, 即介质处于静止状态或匀速直线运

动状态. 反之, 在非惯性系中有外力作用时, 方程组的

协变性可能无法成立. 比如, 考虑一个电荷在不同参考

系中所受洛伦兹力的情况: 在实验室坐标系中, 电荷q
以速度v运动, 所受到的洛伦兹力为

qF E v B= ( + × ). (3)

在共动坐标系中, 电荷q相对于该坐标系本身处于

静止状态, 因此只受到电场E的作用, 则F′=qE′. 根据力

学基本原理, 如果两个坐标系都是惯性系, 则要求

v=v0: 电荷在惯性系中所受到的力是相同的; 因此, F′
=F. 只有在此条件下, 电场矢量的变换公式: E′=E
+v0×B才成立(注意这里是v0而不是v)[36]. 如果不是惯

性系, 则必有外力作用, 此时F′≠F, E′≠E+v×B, 法拉

第电磁感应定律(2c)和安培定律(2d)的表达式可能需

要改变. 因此利用法拉第电磁感应定律处理非惯性系

的相关问题时, 一定要考虑是否需要修正或延伸表达

式, 这一点在一般的教课书中未提到. 因为教材中基

本上描述的是惯性系中的电磁现象; 反之, 则会出现

偏差. 同样的道理也适用于安培-麦克斯韦定律.
有的读者以Jackson, Landau, Feyman等的著作为

例, 讨论麦克斯韦方程组的协变性问题, 实际上其处理

方法都是建立在介质做匀速直线运动的条件下, 处理

的是惯性系中的电磁现象. 该条件被很多学者所忽略,
因而误认为一些表达式的微分形式是普适的. 以上文

分析为例, 我们已明确指出在具有加速度运动介质的

非惯性系中, 由于惯性力的存在, 法拉第电磁感应定

律的微分表达式要做适当的修正! 因此, 标准微分型
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法拉第电磁感应定律的表达式仅适用于惯性系, 标准

微分型麦克斯韦方程组的表达式也只适用于惯性系.

2.2 积分形式

四大物理定律(1a)~(1d)可用来研究同一参考系中

运动介质的电磁变化情况, 这是我们推导形状与速度

均依赖时间的运动介质的麦克斯韦方程组微分形式的

出发点. 假设介质的运动速度远小于光速, 即ν c, 并
忽略相对论效应, 且只考虑一个坐标系; 在该坐标系

中, 观察者是静止的, 介质在空间中以任意低速运

动
[19]. 如图2所示, 观察者所在的坐标系中, 介质A处于

静止状态, 介质B运动; 当然也可能存在做变速运动的

另外一种介质. 这种情况与狭义相对论明显不同, 后者

描述的是不同参考系的观测者对同一事件的观测结

果. 若介质的体积和边界随时间发生变化, 尤其是存在

外力作用时, 相关的数学计算会非常复杂, 相对论电动

力学无法精确解决上述问题. 我们从麦克斯韦方程组

的积分形式出发, 不需要任何坐标变换, 研究观察者

所观测到的电磁现象. 此时所有的场矢量都在观察者

的坐标系中进行表示, 相关变量也在同一坐标系中

定义.
现在考虑介质运动和边界随时间变化的情形. 利

用场论中时间微分作用在通量上的数学等式, 在伽利

略时空观的前提下, 由公式(1c)和(1d), 并结合公式

(1a)和(1b)和斯托克斯定理, 则[20]

D s rd = d , (4a)
S V f

B sd = 0, (4b)
S

t
E L B s v B Ld = d + ( × ) d , (4c)

C C C

t

H L J v s

D s v D L

d = ( + ) d

+ ' d ( × ') d . (4d)

C C

C C

f f

公式(4c)左边表示感生电场对沿着C路径移动的

单位电荷所做的环路功. 右边第一项表示磁场变化产

生的磁通量变换率, 加上由介质运动引起的洛伦兹力

对单位电荷沿闭合路径移动所做的功(动生电动势).
公式(4d)左边为磁场沿着整条路径的环量(电动势); 右
边第一项表示流过开曲面的总电流与由介质运动导致

的自由电荷产生的电流之和; 第二项表示穿过开曲面

的电位移矢量的变化率(位移电流); 第三项为介质运

动导致的电通量的变化率. 介质运动所引入的v×B和
v×D′两项可以看作是介质运动而产生的电磁波的源.

2.3 微分形式

利用斯托克斯定理和散度定理, 对于具有任意运

动场v(r, t)的介质, 动生麦克斯韦方程组的微分形式

为
[20]

t tD r r'( , )= ( , ), (5a)f

图 2 描述运动介质系统的示意图, 其中每个介质的体积和表面都与时间有关, 并且不同介质以任意速度场移动
[19]

Figure 2 Schematic diagram showing the translation movement of dielectric media in space with speed v under the driving of an external force F;
note that the volume and boundaries of the media vary with time, especially with any translation speed [19].
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tB r( , )=0, (5b)

t t t t tE r v r B r B r× [ ( , ) ( , ) × ( , )] = ( , ), (5c)

t t t

t t t t t

H r v r D r

J r r v r D r

× [ ( , ) + ( , ) × '( , )]

= ( , ) + ( , ) ( , ) + '( , ). (5d)f f

上述结果与Kaufman等人
[37]

的结果一致. 虽然扩

展后的方程组可能不满足洛伦兹协变性, 但对于缓慢

移动的介质, 特别是当运动速度任意且介质数目大于

两个时, 这样的处理方法可能最简便. 相应的电荷守

恒定律变形为
[20]

[ ]t t t t tJ r r v r r( , ) + ( , ) ( , ) + ( , )=0, (6)f f f

其中, ρfv表示以一定速度v运动的自由电荷所产生的

局部电流.
结合刚性平移运动介质中的麦克斯韦方程组的积

分形式(4a)~(4d), 其边界条件为
[19,20]

D D n[ ' ' ] = , (7a)2 1 f

B B n[ ] = 0, (7b)2 1

[ ]vn E E B B× × ( ) = 0, (8a)2 1 2 1

[ ]vn H H D D K v× × ( ' ' ) = + , (8b)2 1 2 1 S f S

式中, n为表面法线方向, KS为表面电流密度, σf为表面

自由电荷密度, vS为平行于边界的介质的移动速度.

3 刚性平移运动介质中的动生麦克斯韦方
程组

3.1 动生极化项PS的引入与位移电流

在外力作用下, 介质的形状和运动状态通常会发

生变化. 介质表面由于接触起电或压电效应而产生静

电荷. 当介质形状或运动状态发生变化时, 不仅会导

致介质表面局部的电荷密度ρS随时间变化, 同时引起

局部的“虚拟”电流密度, 进而引起介质极化. 为了描

述这些现象, 在位移矢量中加入PS项; PS由外力作用

引起, 表示介质表面因存在静电荷而导致的极化, 称

为动生极化. 如图3所示, 修正后的电位移矢量表达式

为
[19,20,30~32]

D D P E P P E P= '+ = + + = (1 + ) + , (9)S 0 S 0 S

公式中第一项ε0E是自由电荷引起的电场, 第二项P代

表介质内部的极化——感应极化; 第三项PS为动生极

化项. 注意, PS主要由于表面静电荷的存在或边界形

状随时间变化引起; 因此可以从理论上解释摩擦纳米

发电机的工作机理. 无论是物理意义和数学表达式都

与感应极化不同, 因此两者不能合并.
由公式(9), 位移电流的表达式为

t tJ D P= '+ , (10)D S

t
D'代表时变电场引起的位移电流, 称为感应位移电

流, t
PS代表带电介质在外力的作用下产生的电流, 称

为动生位移电流. 在纳米发电机中, 该项是将机械能转

化为电能的关键. 位移电流不是真正意义上的电流, 它
可以在介质中产生, 也可以在真空中产生. 位移电流加

入到安培环路定律中至少起到两方面的作用, 一方面,
位移电流的引入修正了安培环路定律, 即除了传导电

流之外还有一个额外的电流. 麦克斯韦之前的电磁理

论方程, 包括电荷守恒方程, 在引入位移电流之前内

图 3 重新定义的位移矢量D由三项组成, 其中E表示外界
自由电荷产生的电场, P代表介质内的感应极化, Ps表示带
电介质相对运动产生的动生极化

[19,21]

Figure 3 Schematic showing the three terms in the newly defined
displacement vector D, where E represents the electric field in the
medium, P represents the polarization caused by external electric field,
and Ps represents the polarization owing to the pre-existing electrostatic
charges on the media [19,21].
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部是矛盾的, 不自洽的, 麦克斯韦修正了这一缺陷. 另
一方面, 像真正的电流一样, 位移电流也会产生磁场,
其本质核心是增加了“变化的电通量产生磁场”这一重

要概念; 此时安培环路定律变为安培-麦克斯韦定律.
预言电磁波的关键是理解“变化的电场产生磁场, 变化

的磁场产生电场”, 变化的电场和磁场互相感生而传

播, 从而形成电磁波.

3.2 动生麦克斯韦方程组

在引入动生极化PS项后, 方程组(5a)~(5d)进一步

变形为
[20]

t t tD r r P r'( , ) = ( , ) ( , ), (11a)f S

tB r( , )=0, (11b)

t t t t tE r v r B r B r× [ ( , ) ( , ) × ( , )] = ( , ), (11c)

( )

[ ]

t t t t

t t t t t t

H r v r D r P r

J r r v r D r P r

× ( , ) + ( , ) × '( , ) + ( , )

= ( , ) + ( , ) ( , ) + '( , ) + ( , ) . (11d)

S

f f S

方程中所有的物理量都是观察者所在参考系(r, t)
的函数. 因此, 方程(11a)~(11d)可以描述因外界机械力

而发生形变的、任意速度场下缓慢运动介质的电磁场

演化规律. 更进一步, 动生麦克斯韦方程组本质上阐释

的是一个力-电-磁多场相互耦合的复杂系统.
公式(11)由两部分构成: 第一部分与介质的运动

速度v成正比, 比如v×B, 表示洛伦兹力对局域电场的

贡献. 公式(11d)中的v×(D′+PS)表示当介质运动到有电

场存在区域时产生的感应电流. 另一部分是方程组中

与v无关的项, 它们的含义与原来相同, 表示电磁波的

传播和散射及其与物质间的相互作用. 这一部分应该

是洛伦兹协变的, 但第一部分与v相关的项可能不保

持协变性. 若v是常数, 在惯性系中, 动生麦克斯韦方

程组也不具有洛伦兹协变性, 因为该方程是在伽利略

时空观基础上推导得到的. 因为机械驱动引起的PS项

表示系统中输入了外部的能量或动量, 系统的加速/减
速度可能已发生改变. 此时, 系统的电磁能量不守恒,
但封闭系统的总能量守恒.

4 力-电-磁多场耦合下的能量守恒定律

电磁场具有自己的能量和动量(包含角动量). 在

研究电磁现象过程中, 我们可以研究其他运动形态的

能量和动量变化来理解电磁场的能量和动量, 也可以

通过研究电磁能量和电磁动量来考察其他运动形态的

能量和动量演变过程. 比如, 带电粒子在电磁场中运动

时, 能够从电磁场中获得能量和动量, 或者说带电粒子

与电磁场之间存在能量和动量交换. 我们以能量守恒

为例, 理解力-电-磁多场耦合下的能量变化规律. 图4
为高频振荡交流电源产生电磁辐射向空间中传输能量

的过程. 在图4(a)中, 对电容器的两个金属电极施加高

频交流电, 随着电容器张开的角度增大, 向外“泄露”的
电场越来越大. 根据安培-麦克斯韦定律, 随时间变化

的电场产生磁场, 变化的磁场感生电场, 最后形成电磁

场向空间辐射. 图4(b)是以接触分离式摩擦纳米发电

机为例模拟产生电磁波的过程. 与图4(a)不同, 图4(b)
中介电层表面存在摩擦电荷(PS项). 当施加周期性外

力时, 尤其是工作频率足够高时, 电极上的电荷与摩

擦电荷的共同作用下将导致交变电磁场产生并向周围

空间辐射;激发的电磁场反过来作用到该发电机上,影
响电极和摩擦层表面的电荷分布. 因此, 一定要考虑由

PS项产生的电磁场.
从公式(11a)~(11d)出发, 我们对力-电-磁耦合系统

的能量流动情况进行分析. 对于含有PS项的低速运动

介质, 其能量变化为
[19,20]

{ }( )
t u S E J v E

H v B E v D P

= +

[ × ( × )] + × × ( '+ ) , (12)

f f

S

其中, S为坡印廷矢量, 表示单位时间内电磁场通过单

位面积向外传递的能量, 表达式为

S E H= × , (13a)

t u代表系统内电磁场的能量密度变化率,

t u t tE D H B= + . (13b)

公式(12)说明包含在一定体积中的电磁场能量与从该

体积表面辐射出去的电磁能量之和等于电场对外部自

由电流和自由电荷做的功, 加上介质在空间运动引起

的电磁能量密度的变化. 因此, 在有外力作用时, 电磁

能量不守恒. 描述外力作用下运动介质系统的麦克斯

韦方程组不保持洛伦兹协变性, 因为此时机械能和电

磁能之间存在能量转换.
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当速度项只与时间有关时v(t), 即刚性平移的介

质, 公式(12)简化为
[19,20]

t u S E J H v B E D= + { [( ) ] + [(v ) ']}.f

(14a)

上式等效于

t u S E JD
D = , (14b)f

其中,

t u t tE D H BD
D = D

D + D
D , (14c)

且

t t vD
D = + . (14d)

由公式(14)可知, 介质运动是产生电磁波的“源”之一,
运动的介质是“运动的电磁场源”. 这里描述静止介质

的能量密度u和能流密度S的表达式对运动介质体系

仍然适用, 因为场分布在整个空间且总能量是守恒的.
注意力-电-磁场耦合系统能量变化与一般描述电磁波

携带电磁能量系统的区别. (1) 此处电磁场与运动介质

系统并存. 介质本身与电磁场之间存在相互作用, 在高

频加速运动时介质会因不断向外发射电磁波而消耗能

图 4 (a)交流振荡源产生电磁辐射的基本过程, 与(b)外界机械循环驱动下电磁辐射和摩擦纳米发电机能量转换过程之间的
耦合情况进行比较

[19]

Figure 4 (a) the basic process of creating electromagnetic radiation by an oscillating AC source; (b) the coupling between electromagnetic wave
radiation and the triboelectric nanogenerator as driven by cycled mechanical triggering is step by step demonstrated [19].
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量;但由于外界作用力施加在介质上,单独考虑介质与

电磁场组成的系统能量, 应该不守恒. (2) 由于电场/磁
场力对介质做功, 包围在一定体积内的电磁能量, 除了

一部分从体积表面流出之外, 还有一部分消耗在介质

上. 比如E∙Jf表示存在电场E时, 由于传导电流的流动

而消耗的欧姆功率(通常以热量形式散发). (3) 当介质

运动速度为零时, 上述方程与原经典方程的区别由PS

项引起. 另外需要注意的是, 在惯性系中, 若已知静止

介质的能量密度u和能流密度S等的表达式, 则运动介

质的相应表达式可以被唯一确定, 因为一个坐标系中

的场的张量分量可以从另一个坐标系中的张量分量推

导而得
[38].

5 运动介质中的本构关系

介质的本构关系是求解麦克斯韦方程组必不可少

的条件之一. 如前所述, 麦克斯韦构建宏观的电磁学理

论时并没有从物质的微观结构角度进行考虑. 1892年,
洛伦兹提出了构成物质的原子可能由带电粒子组成的

理论, 并认为带电粒子(电子)在原子内的振动是光的

来源. 同时, 洛伦兹结合麦克斯韦方程提出一个微观

理论, 其核心是用带电的原子片段、离子和电子等来

描述物质的性质, 并推导出带电粒子在电场和磁场作

用下受力的表达式(洛伦兹力)[11~13]. 洛伦兹构建的微

观机制对麦克斯韦方程组的成立有着巨大的意义. 介

质的微观结构模型是后来随着对材料基本结构和性能

不断加深理解而建立的. 存在电磁场时, 微观模型能否

反应介质的性能变化是关注的重点. 闵可夫斯基在

1908年提出使用相对性原理方法探索运动介质的电磁

场随时间演化规律. 此时, 静止介质的本构方程已经预

先知道, 通过洛伦兹变换可求出运动介质的本构关系,
进而求解麦克斯韦方程组.

一般推导中, 通常假定介质是各向同性的, 本构关

系表达式为D′=εE和B=μH, 但这些关系只对静止介质

有效. 对于匀速运动的介质, 我们须使用从洛伦兹变

换推导得出的本构关系
[39,40]:

D E v B'= × , (15a)0

µH B v E= / + × , (15b)0

注意上式中的D′代表介质静止时的电位移矢量. 将上

述方程带入动生麦克斯韦方程组, 且速度为某一定值

v0时, 在v0<<c0的近似下忽略高次项, 得到
[20]

E P v B= + ( × ), (15c)f S 0

B=0, (15d)

tE v B B× ( × ) = , (15e)0

( )

( )

µ

t

t t

t

t

t

t t

B v E

J v E v B P

J v E v B

v P

J E v E v E

v P

J E v E v P

× / + ×

= + + ( × + )

+ + ×

+ +

+ + + × ×

+ +

= + + ( ) + + , (15f)

0

f 0 0 S

f 0 0

0 S

f 0 0

0 S

f 0 0 S

[ ]µ

t

µ µ t µ t

B E P

J v E E P

B J P E

× / +v × ( + )

= + ( ) + ( + )

× = + + + v .

(15g)

0 S

f 0 S

0 S 0

上式即为包含本构关系的动生麦克斯韦方程组. 方程

(15)在时域和频域中的具体解法可以参考文献[20].

6 相对论修正效应

本文推导的麦克斯韦方程组是洛伦兹变换的非相

对论近似, 除了介质的运动速度是时间的函数外, 其他

与赫兹方程等价. 如果考虑介质中的光速小于真空中

的光速, 且工程技术中介质的运动速度很低, 赫兹方

程在我们关心的应用领域不会产生超光速现象, 因此

和光速不变原理没有矛盾. 如果需要做相对论效应修

正, 当速度为常数v0时, 应该在v0×B和v0×D′前面加上

一个α因子
[20,41]:

D'= , (16a)f

B=0, (16b)

tE v B B× [ × ] = , (16c)0

中国科学: 技术科学
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tH v D J v D× ( + × ')= + + ', (16d)0 f f 0

α因子表示介质在匀速运动时, 相对论效应所带来的修

正
[42]:

µ µ= 1 / . (16e)0 0

相应地, 动生麦克斯韦格方程组变形为

E P v B= + ( × ), (17a)f S 0

B=0, (17b)

tE v B B× ( × ) = , (17c)0

[ ]µ

t

B E P

J v E E P

× / + v × ( + )

= + ( ) + ( + ). (17d)

0 S

f 0 S

注意, 在洛伦兹变换中, v/c0中的光速一般认为是

真空中的光速(c0=(μ0ε0)
−1/2), 以此推导出α因子的表达

式. 对于介质, 是否应该将cm=(με)
−1/2

作为介质中的光

速而应用到洛伦兹变换中? 我们不确定; 如果是, 则需

要重新考虑此处添加α因子的表达式.

7 动生麦克斯韦方程组的求解方法

求解麦克斯韦方程组本质上是求解电磁场的问

题. 电磁场理论实际上是研究静电荷和运动电荷产生

的场的问题. 静磁场由静电荷或电荷的匀速运动产生;
电荷加速/减速运动或电流随时间变化导致时变场. 一
般当我们知道源的分布时, 才进一步求解场的分布. 求
解方法分为两大类:第一种方法是通过位函数,比如辅

助标量势φ和磁矢量势A等. 在研究电磁波的辐射、散

射和传输问题时, 或自然条件下的电磁波传播问题中,
位函数得到了广泛的应用

[43]. 因为在处理均匀同性介

质中, 位函数的非齐次波动方程形式比较简单, 同时

所需要求的位函数数目也较少. 第二类方法一般直接

求解场方程. 两类方法本质上都需要求解一个齐次或

非齐次的二阶线性偏微分方程.
求解非齐次二阶线性偏微分方程的方法也比较

多, 常见的解析法有分离变量法、格林函数法和级数

展开法等; 另外, 也可以用数值法进行求解
[43]. 分离变

量法的基本原理是寻找一种解, 这种解可以分解为多

个函数的乘积, 且每一个函数只包含一个自变量; 一

般用于笛卡儿坐标系、柱坐标系和圆坐标系下的偏微

分方程的求解. 格林函数法也称为积分法, 它一般先求

出单位点源所产生的场, 然后再乘以源分布, 并做源所

在区域的积分而得到分布源的场. 格林函数是一种源

函数, 它提供了处理偏微分方程中的激励项, 将非齐

次问题转换为齐次问题; 换句话说, 格林函数构成了

微分方程和积分方程之间的本质联系. 偏微分方程也

可以用级数求解, 比如借助于正交函数级数求解. 当

求解微分方程的变量是不可分离的或即便是可分离

的, 但方程的边界条件不适合特别的解时, 也可以采用

无穷级数进行求解. 对于动生麦克斯韦方程组, 由于方

程组的复杂性和边界条件的特殊性, 无论对于时变场

和时谐场, 我们均采用类似于微扰论中级数展开的方

法求解方程组, 详细计算过程如下文所示.

7.1 时域空间

在时域空间中, 将方程组(11a)~(11d)按λ参数的顺

序进行展开(λ=1), 则[19]

E E E E= + + + , (18a)0 1
2

2

D D D D'= ' + ' + ' + , (18b)0 1
2

2

H H H H= + + + , (18c)0 1
2

2

B B B B= + + + , (18d)0 1
2

2

将上述式子再带入方程组(11a)~(11d), 合并同类项, 对
于零级近似

[19]:

D' = , (19a)0 0

B =0, (19b)0

tE B× = , (19c)0 0

tH J D× = + ' , (19d)0 0 0

其中,

P= , (19e)0 f S

tJ J v v P P= + × ( × ) + , (19f)0 f f S S

方程(19a)~(19d)和经典麦克斯韦方程组的形式相同,
可以利用常见的方法求解, 如矢量势、赫兹矢量等.

对于一级近似, 则

D' =0, (20a)1

王中林等: 面向工程电磁学的动生麦克斯韦方程组及其求解方法
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B =0, (20b)1

tE F B× = , (20c)1 1 1

tH J D× = + ' , (20d)1 1 1

其中,

F v B= × ( × ), (20e)1 0

J v D= × ( × ' ). (20f)1 0

同样地, 我们得到

µ t µ tE E F J= × + , (21a)2
1

2

2 1 1 1

µ t tH H J F= × , (21b)2
1

2

2 1 1 1

方程(21a)~(21b)的特解为

t

t µ t t

E r

r
F r J r r

( , )

= 1
4

1
r '

× ( ', ) ( ', ) d ', (22a)

1s

1 1

t

t µ t t

H r

r r
J r F r r

( , )

= 1
4

1
'

× ( ', ) + ( ', ) d ', (22b)

1s

1 1

其中, t′为推迟时间,表达式为: t t µ r r= .注意,

方程组的全解包含通解和特解, 并且要满足边界条件.
考虑推迟时间的计算可以用Jackson书中6.5节介绍的

方法
[44].
对于二级近似

[19],

D' =0, (23a)2

B =0, (23b)2

tE F B× = , (23c)2 2 2

tH J D× = + ' , (23d)2 2 2

其中,

F v B= × ( × ), (23e)2 1

J v D= × ( × ' ), (23f)2 1

使用同样的处理方法:

µ t µ tE E F J= × + , (24a)2
2

2

2 2 2 2

µ t tH H J F= × , (24b)2
2

2

2 2 2 2

特解为

t

t µ t t

E r

r r
F r J r r

( , )

= 1
4

1
'

× ( ', ) ( ', ) d ', (25a)

2s

2 2

t

t µ t t

H r

r r
J r F r r

( , )

= 1
4

1
'

× ( ', ) + ( ', ) d '. (25b)

2s

2 2

公式(25a)和(25b)的进一步推导可以参考文献[44]
的6.5节, 更高阶的计算可以采用类似方法求解.

7.2 频域空间

通常情况下,介电常数是一个固定的常数;但在不

同频率时, 其大小发生变化. 为了探究频率的影响, 我
们使用傅里叶变换和傅里叶反变换方法进行研究, 基

本过程如下
[19]:

a te a tr d r( , ) = ( , ), (26a)ti

a t e ar d r( , ) = 1
2 ( , ), (26b)ti

引入频率空间的目的是为了简化D′和E′, 以及H和B之
间的关系:

D r E r'( , ) = ( ) ( , ), (27a)

µB r H r( , ) = ( ) ( , ), (27b)

注意, 我们此处不考虑介质运动带来的变化, 仍然使用

经典的本构关系. 对方程(19)~(24)进行傅里叶变换, 结
合微扰论, 我们可以得到

零级近似:

D r r' ( , )= ( , ), (28a)0 0

B r( , )=0, (28b)0

E r B r× ( , ) = i ( , ), (28c)0 0

H r J r D r× ( , ) = ( , ) i ' ( , ), (28d)0 0 0

一级近似:

D r' ( , )=0, (29a)1

B r( , ) = 0, (29b)1

E r F r B r× ( , ) = ( , ) + i ( , ), (29c)1 1 1

H r J r D r× ( , ) = ( , ) i ' ( , ). (29d)1 1 1

进一步推导如下方程:

中国科学: 技术科学
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µE r E r
F r J r

( , ) + ( , )
= × ( , ) i ( , ), (30a)

2
1

2
1

1 1

µH r H r
J r F r

( , ) + ( , )
= × ( , ) + i ( , ). (30b)

2
1

2
1

1 1

如前所述, 全解由特解和通解两部分组成; 特解为

[ ]

µ
E r

r r
r r

F r J r r

( , ) = 1
4

exp i '

'
× × ( ', ) + i ( ', ) d ' (31a)

1s

1 1

[ ]

µ
H r

r r
r r

J r F r r

( , ) = 1
4

exp i '

'
× × ( ', ) i ( ', ) d . (31b)

1s

1 1

二级近似:

D r' ( , )=0, (32a)2

B r( , ) = 0, (32b)2

E r F r B r× ( , ) = ( , ) + i ( , ), (32c)2 2 2

H r J r D r× ( , ) = ( , ) i ' ( , ). (32d)2 2 2

同样的方法:

µE r E r
F r J r

( , ) + ( , )
= × ( , ) i ( , ), (33a)

2
2

2
2

2 2

µH r H r
J r F r

( , ) + ( , )
= × ( , ) + i ( , ). (33b)

2
2

2
2

2 2

特解为

[ ]

µ
E r

r r
r r

F r J r r

( , ) = 1
4

exp i '

'
× × ( ', ) + i ( ', ) d ', (34a)

2s

2 2

[ ]

µ
H r

r r
r r

J r F r r

( , ) = 1
4

exp i '

'
× × ( ', ) i ( ', ) d '. (34b)

2s

2 2

8 麦克斯韦方程在微观尺度下边界条件的
扩展与工程应用

8.1 麦克斯韦方程在微观尺度下边界条件的扩展

麦克斯韦方程组(经典和动生)的成立是有条件的.
在涉及不同本构参数介质之间的边界处, 或者当存在

面电荷密度或面电流密度时, 场矢量E, D, B, H满足

不同的边界条件. 前面我们一方面比较详细地论述了

当介质运动速度远小于光速, 相对论效应可以忽略时,
动生麦克斯韦方程组成立的边界条件. 另一方面, 当介

质的几何结构尺寸减小至纳米尺度时, 非经典效应会

愈加明显, 经典预测和实验观测之间的差异越来越大,
尤其是当特征尺寸在10~20 nm时

[4]. 根本原因在于此

时的电磁响应是材料微观尺度下处于原子与分子级的

电子和原子核与电磁场的相互作用, 介质表面的激发

电荷是非局域的, 在空间中分布不同. 因此, 界面就不

是一个简单的数学上厚度为无穷小的理想面了. 经典

电磁学缺乏描述这一分布范围内的相关理论, 所以麦

克斯韦方程组在纳米尺度下的边界条件需要修正 .
Yang等人

[4]
最近提出的理论解决了这个问题, 该理论

通过引入一组复杂的表面响应函数——材料界面内禀

参数d (Feibelman d)——修正了经典边界条件, 从而将

宏观电磁学的有效性扩展到纳米尺度范围.
参数d决定的非经典表面极化(界面处)可表示为

P K= + i , (35a)S
1

d E n= , (35b)0

K d D= i , (35c)

其中面外表面偶极子密度π由d 决定, 表面电流密度K

由d 决定;d 和d 分别代表离感应电荷密度的质心和面

内电流密度导数的质心的距离, 且两者都与界面处的

材料组成和外部施加电场的频ω有关. 此时, 麦克斯韦

方程组的微观边界条件为[4]

D K d D= i = , (36a)1

B = 0, (36b)

E d E= = , (36c)0
1

H K n d D n= × = i × , (36d)

即通过内禀参数d对经典电磁学的边界条件进行了修

正. 当d 和d 减小到0时, 上述微观边界条件变为描述

电磁现象的宏观边界条件, 此时意味着界面处没有偶

极子或表面电流.

8.2 麦克斯韦方程与集总电路抽象

麦克斯韦方程组是用来研究电磁场和电磁波演化

王中林等: 面向工程电磁学的动生麦克斯韦方程组及其求解方法
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规律的主要手段, 其在工程中的直接应用比较抽象. 麦
克斯韦方程在工程学科中的典型应用是电气工程; 或

者说, 为了在实际中应用电磁现象, 电气工程在麦克

斯韦方程之上创建了一个新的抽象层, 即集总电路抽

象
[45]. 通过有目的的处理和利用集总电路抽象层, 将

物理定律和电气工程连接起来. 换句话说, 电路理论

是比电磁理论更加抽象的理论, 前者主要描述电磁现

象的工程应用, 后者描述电磁规律的变化. 在这过程

中, 抽象方法和过程发挥了关键作用, 使我们可以完

成物理学到工程的转换, 进而构建更加复杂的系统.
从科学转换到工程的抽象过程来自于离散化原

则, 该原则是一种自我强加的约束, 离散化也称为集总

化. 集总原则说明, 我们处理的是离散元件或范围, 并
为每个离散元件或范围指定单值. 当然, 该原则要求建

立的抽象系统需要在适当的约束内进行, 这样才能保

持单值的假设. 集总电路抽象是用理想导线连接一系

列满足集总事物原则的集总元件而构成一个具有特定

功能的集合. 集总参数元件具有唯一定义的接线端电

压和接线端电流. 对于处于静止的闭合电路系统, 集

总参数元件一般被施加三条约束, 需要满足的集总事

物原则为[45]:
(1) 在稳态下元件的边界选择应该满足任何时刻

经过元件外的任何闭环路径有

t = 0, (37a)B

其中ΦB是通过积分路径所包围的面积的磁通量. 由于

假设任何时刻磁通的变化率为0, 且因任何磁通的建立

都要求磁通量的变化率非零, 所以磁通量一定为零.
(2) 在稳态下元件的边界选择应该满足元件内部

总电荷变化率为零, 即

Q
t = 0, (37b)

换句话说, 当元件内部不存在总时变电荷时, 可以定义

一个流过元件的有意义的电流.
(3) 电磁波在元件内部传输时的时间延迟要远小

于元件中信号的时间变化周期.
电路是由理想导线连接起来的集总参数元件的集

合, 两个或两个以上的集总元件接线端的连接点称为

节点. 因为电路中任意两点间的电压和流过导线的电

流是有定义的, 则电路的任一部分也遵循类似于集总

元件的约束. 集总电路的集总事物原则包括下列约

束
[45]:
(1) 与电路任何部分有关的磁通量变化率在任何

时刻必须为零(恒定磁场);
(2) 电路中任何节点处的总电荷变化率在任何时

刻必须为零;
(3) 信号的时间尺度必须比通过电路的电磁波的

传播延时大得多.
注意, 前两个约束由集总元件约束直接导出;最后

一个对信号的时间尺度施加了更强的限制, 因为一个

电路可能有比单个元件大得多的物理尺度.
根据集总事物原则利用麦克斯韦方程组推导基尔

霍夫定律. 对于处于静止状态的线路系统, 法拉第电磁

感应定律和电荷守恒定律如下:

tE Ld = , (38a)
C

B

(法拉第电磁感应定律)

Q
tJ Sd = , (38b)

C

(电荷守恒定律)
根据前面给出的集总事物原则对电路的约束条件

式(37)可知, 对于闭合回路, 可以得到

E Ld = 0, (39a)
C

J Sd = 0. (39b)
C

第一个式子说明, 电场沿一闭合回路的线积分一

定等于零; 第二个式子表明电流在任一闭合面的面积

分为零. 应用于电路, 电路中任一闭合路径电压的代

数和为零, 此即基尔霍夫电压定律. 另外, 流出任一节

点的电流等于流入节点的电流, 即流进任一节点电流

的代数和为零. 当然, 结合麦克斯韦方程组和集总元

件的集总事物原则, 我们很容易推导出材料电阻的一

般表达式; 由于较易, 此处不再给出详细过程.
摩擦纳米发电机等效电路与基本设计原则分析.

摩擦纳米发电机器件本身满足元件的集总事物原则–
即三个基本约束, 故摩擦纳米发电机可以抽象为一个

电压源和一个可变电容的串联形式, 或者根据诺顿定

律等效为一个电流源和一个可变电阻的并联形式. 纳

米发电机和其他元件连接而成的电路满足集总电路的

原则, 故我们可以用集总电路抽象研究由纳米发电机
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构成的更为复杂的能源转换系统. 需要特别注意两个

方面: (1) 由于摩擦纳米发电机的电压和电流关系为

微分关系, 所以在电路中是一个动态元件, 组成的电

路为动态电路; (2) 摩擦纳米发电机的典型特点是在

外界的机械激励下, 可以将机械能转换为电能, 则可

以归属为有源二端元件. 对于摩擦纳米发电机而言,
即使在机械触发的频率高达MHz~GHz时, 只要单个

纳米发电机的实际尺寸远小于300~0.3 m, 基于伽利略

时空观的动生麦克斯韦方程组都可以安全使用.

9 关于洛伦兹变换的考虑

洛伦兹变换是反映相对论时空观的关于空间时间

的变换表达式, 主要用来描述同一事件在两个不同惯

性坐标系中观察的时空坐标之间的关系. 洛伦兹变换

的推导是先利用单向光速不变假设定义同时性(本质

上是为了对钟), 即定义了惯性系中的时间坐标, 然后

推导出洛伦兹变换和时空间隔的洛伦兹变换
[46].

我们熟悉的洛伦兹变换中的光速指的是真空中的

光速(图5(a)). 对于浩瀚宇宙的空间而言, 星球可以近

似为“几何点”, 并且不需要考虑它们的大小和形状, 这
个空间体系中的电磁波现象必须用洛伦兹变换进行处

理. 然而, 我们考虑另外一种情况. 假设宇宙中充满介

质A(真空被介质A取代, 如图5(b)和(d)), 那么在这个空

间里洛伦兹变换中的光速应该是A介质中的光速cm:

c µ
c
n= 1 = , (40a)m

其中, n是介质A的折射率, ε代表相对介电常数,其表达

式为

n µ
µ= . (40b)

0 0

更进一步, 如果填充的A介质中混有其他不同形状和

大小的B与C介质, 对于这样一种混合或者复合介质结

构, 洛伦兹变换中的光速是什么? 这个问题值得研究.
对于地球上的电磁现象, 相对于人们所关心的空间范

围内, 介质都是有形状和大小的, 而且它们不能近似

为“几何点”或“点电荷的集成”; 利用洛伦兹变换处理

相应的电磁现象会遇到同样的问题: 这里的光速是什

么? 庆幸的是, 对于我们关心的地球上的宏观物体的

电磁现象, 由于宏观物体的运动速度远远小于光速,

在发生电磁现象的时间间隔内, 光所传播的距离远远

大于发生电磁现象的空间范围的尺寸, 此时可以不考

虑相对论效应, 运用伽利略时空观下的处理方法即

可
[39,40]. 因此, 动生麦克斯韦方程组提供了一个有效

的、实用的处理地球上具有加速运动介质的电磁现象

的方法.
当然, 如果填充的是非线性介质, 问题则更为复

杂. 我们把上述情况作为开放性问题, 请大家思考.

10 总结

(1) 狭义相对论成立的前提条件是至少存在一个

惯性系; 通过洛伦兹变换, 可以推导研究其他惯性系

(理论上有很多)中的电磁现象, 无需进行低速限制. 然
而, 当介质在非惯性系中做复杂运动时, 特别是运动速

度为时间的函数时, 虽然经过瞬时坐标变换理论上可

以计算电磁场的变化, 但在数学计算和工程应用中过

于复杂, 难以实现. 对于地球上运动的宏观物体, 10倍
的音速仅为3.4 km/s, 由此引起的狭义相对论效应非常

小, 我们认为可以忽略.
(2) 在1905年之前, 大家已逐渐意识到麦克斯韦方

程组在伽利略坐标变换下不能严格保持形式不变, 但

伽利略绝对时空观在很多情况下可以得到非常好的近

似结果. 到现在为止, 有两种处理方法. 第一种是利用

伽利略电磁学
[39,40], 将t时刻空间中场的分布看作是准

静态的, 即将此时刻的场进行“冻结”[44]. 在准静态情况

下, 介质位置和场的分布可以逐“帧”处理. 特别是当本

构关系预先设定时, 运动介质系统的电磁场在低速下

比较容易求得. 对于磁极限或者电极限, 可以进行更

多的近似
[39]; 介质沿直线做匀速运动时的理论很容易

验证, 该理论是否适用于复杂的运动轨迹需要进一步

探索, 因为此时没有充分考虑介质的动力学过程, 相

对论效应也已被忽略. 当然, 我们不是特别确定静止

介质中的本构关系是否同样适用于非惯性系. 第二种

方法是结合动生麦克斯韦方程组, 来解决机械驱动的

低速运动介质系统中电磁场随时间的演化规律. 对于

在非惯性系中做复杂运动的介质, 当其速度较小、且

忽略相对论效应时, 我们可以使用构建的方程组探究

力-电-磁多场耦合系统的电磁场变化. 需要注意, 由于

外界机械能的输入, 并且基于伽利略时空观, 动生麦克

斯韦方程组不一定保持洛伦兹协变性. 因此, 即使运
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动速度为恒速v0, 动生麦克斯韦方程组也不能经过变

形后与经典麦克斯韦方程组具有相同的形式, 除非

v0=0.
(3) 在实验室坐标系内, 考虑由多个运动介质组成

的复杂系统, 比如不同的介质沿着各自不同的轨迹做

变速运动. 如图6所示, 观察者在实验室系观测同时发

生的多个电磁现象. 此时, 可以用动生麦克斯韦方程组

对介质内部电磁场的分布和大小的演化规律处进行近

似求解处理. 我们不必担心超光速问题, 因为介质中的

光速cm总是小于c0. 一旦电磁波产生, 其在介质之间的

传播规律用经典的麦克斯韦方程组描述, 满足光速不

变原理; 两组方程的解在介质边界处相遇并满足边界

条件. 实际上, 无论介质运动与否, 真空中传播的光速

都保持不变. 总之, 本文通过对动生麦克斯韦方程组的

构建背景、物理图像、与经典方程组之间的区别和联

系、求解方法等的详细阐述, 目的之一是为了强调动

生麦克斯韦方程组在工程技术方面的潜在应用. 当年,
麦克斯韦将位移电流引入到安培定理中, 将安培定理

扩展到时变情形, 进而认识到光的电磁特性, 发展出

系统的电磁学理论. 另一方面, 麦克斯韦方程组深刻

地反映了几何构象与物理直觉之间的关联, 体现这种

关联的标志便是场论的基础 ——能量在场中存储. 通
俗地讲, 能量不仅存在于介电体和磁体中, 也分布在他

们周围空间的电场和磁场中. 动生麦克斯韦方程组中

图 5 关于洛伦兹变换的讨论: 洛伦兹变换表达式和动生麦克斯韦方程组在两种不同条件下的变形及其适用范围. (a), (c) 为
真空状态; (b), (d) 真空被某种介质填充的状态
Figure 5 Lorentz transformations at various cases; different forms of Lorentz transformation and expanded Maxwell’s equations within vacuum ((a),
and (c)), and other filled medium ((b), and (d)).
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引入的动生极化项PS, 将力-电-磁场互相耦合起来, 其
对科学理论和工程技术的实际影响和作用等待我们去

探索;比如,我们之前提出用构建的动生麦克斯韦方程

组来研究带电液体、磁流体介质系统的动力学问题的

设想
[20].
从一个偶然发现的现象开始, 到精心设计实验进

行验证, 经过不断探索, 最终构建出一个完整的理论

体系. 再从基础理论出发, 预言新现象, 发现新未知,
探索更多自然界运行的规律, 推动科学技术不断前进.
我们以电磁理论的发明为例, 自从1831年法拉第发明

电磁感应定律, 1834年楞次提出楞次定律, 把电磁感

应现象数学化, 到1861年麦克斯韦提出系统的电磁理

论和位移电流的假设, 再到1888年赫兹首次观察到电

磁波, 这些说明了科学发展从一个实验现象出发而推

断出的宏大理论体系, 并预言了很多技术上的应用.
毫无疑问, 在科学的演进中, 对实验现象和物理规律

的深刻阐释会不断增加新知识, 丰富学科体系, 扩展

人类的未知边界. 我们的目的是为解决地球上人类生

存所面临的重大问题, 例如能源、环境和健康等提供

思路, 而不是统一宇宙间的四种基本力(强相互作用、

弱相互作用、引力相互作用和电磁相互作用). 纵观整

个科学发展史, 任何事物的发展都无疑夹杂着曲解与

理解、失望与希望、现在与未来等. 因此, 如何沟通

交流显得极为重要, 如迪安所说: 以合适的方式让大

家了解科学技术的伟大、科学技术的危险和科学技术

面临的前景
[47]

是非常重要的.
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Maxwell’s equations for a mechano-driven varying-speed-motion
media system for engineering electrodynamics and their solutions
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Beginning from the integral forms of the four physics laws, we derive Maxwell’s equations for a mechano-driven, slow, nonuniform
moving speed media system based on Galilean space and time, thus presenting a new approach for solving the electromagnetic field
problems in a moving system with acceleration. For the electromagnetism of macro-objects on Earth, we believe that the relativistic
effect can be generally ignored. Different from the classical texts on electrodynamics, which assumes motion is a constant speed along
a straight line in the inertial frame, our theory describes the electromagnetism of the media systems in the noninertial frame with
acceleration and time-dependent volume, shape, and boundary. Most importantly, the expanded Maxwell’s equations are solved
through mathematical means. Our objective is to study the dynamics of coupling among the mechano-electric-magnetic multifields.
Lastly, the expansion of the boundary conditions at the nanoscale boundaries and the application of the Maxwell’s equations in a
lumped circuit system are discussed.
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